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АКТУАЛЬНОСТЬ ТЕl'·ЛЫ 
К важнейшим уравнениям теоретической физики принадлежат не толь­
ко те, которые 11нвар11антным образом описывают некоторую физику, но 
и редукции таких «больших» общековариантных уравнений. Чаще всего 
редукции определяются дополнительными симметриями и/или граничны­
ми условиями. К классическим примерам относятся аксиально снмметрнч­
ные уравнения Эйнштейна-Максвелла, уравнения главного кирального по­
ля, инстантонные модели Янга-Милса, самодуальные редукции как этих 
уравнений, так и уравнений Эйнштейна, и многие другие. С другой сто­
роны результаты редукций могут приводить к уравнениям, применимость 
и прикладная ценность которых может быть не меньше, а скорее больше, 
поскольку они часто оказываются «вездесущими» по части возникнове­
ния в других разнообразных физических проблемах. Самым обширным и 
универсально возникающим классом таких уравнений являются линейные 
дифференциальные уравнения. Например, упомянутые выше самодуаль­
ные уравнения Янга-Милса богаты настолько, что через их размерные ре­
дукции и выборы калибровочной группы получаются чуть ли не любые 
нелинейные уравнения, которые сейчас принято называть интегрируемы­
ми 1. Их связь с линейными уравнениями центральна, так как для них все­
гда имеется ассоциированная система линейных дифференциальных урав­
нений на вспомогательную функцию Ф, условием совместности которой 
является данная нелинейная модель. Наличие произвольного параметра в 
таких уравнениях является широко распространенным фактом, а то что 
они линейны автоматически превращает их в спектральные задачи, часто 
определяемые обыкновенными дифференциальными уравнениями. Имеет­
ся даже гипотеза2 , что любая солитонная система может быть получена 
подходящей редукцией из уравнений Янга-Милса. Нетривиальная ситуа­
ция начинается с уравнений 2-го порядка Ф" + р(х) Ф' + q(x) Ф =О. 
Пожалуй нн одним уравнениям как теоретической, так и математиче­
ской физики не посвящено столько статей и монографий как уравнениям 
этого вида, в число которых попадает и знаменитое стационарное 1-мерное 
уравнение Шрёдингера 
- Ф" + и(х; параметры)Ф = ЕФ. 
1AвLO\VITZ М. J., CHAKRAVARТY S., TAKHTAJA:-1 L. А Self-Dual Yang-Mills Hierarchy and ils 
Reductions to lntegmЬ/e System in 1+1 and 2 + 1 Dimensions. Сошm. Math. Phys. (1993) 158, 
289-314. 
2WARD R. S. lntegmЬ/e and solvaЬ/e systems and relations among them. Phil. Тrапs. Royal Soc. 
(1985) А315, 451-457. 
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Громадное количество физических моделей сводится, прямо или косвенно , 
к уравнению ( *) или к спектральным задачам, определяемых скалярными 
или матричными уравнениями вида L(u(x); дх )Ф = >. Ф; очень часто возни­
кают и обобщения, называемые спектральным пучками L(>., и(х); дх)Ф = 
О. За редким исключением традиционная трактовка параметра >. как энер­
гии Е = ->.является излишней и поэтому его обычно именуют просто как 
спектральный параметр. 
Современное понимание этого круга задач неформально может быть оха­
рактеризовано так , что нет особой разницы в интегрировании некоторого 
нелинейного « интегрируемого» автономного уравнения(й) , 11ли , с другой 
стороны , в интегрировании ассоциированных линейных уравнений с пере­
менными коэффициентами (неавтономность) на Ф-функцню. Более того, 
поскольку искомые поля и(х) входят в линейные задачи как коэффициен­
ты (потенциалы), «линейная» Ф-функция в некотором отношении оказыва­
ется даже более фундаментальной, чем «нелинейные» потенциалы. Грубое 
объяснение состоит в том, что зная решение для IJ!-функцни , коэффици­
енты ее уравнения находятся элементарными операциями , в то время как 
для обратного необходимо интегрирование. Оно является не просто чрез­
вычайно трудной проблемой , но и в общем виде не решаемой даже для тех 
же «интегрируемых» уравнений . Следует также упомянуть , что квантово­
механические задачи вообще и изначально определяются л11нейньш11 опе­
раторами, а спектральные задачи, задаваемые обыкновенными дифферен­
циальными операторами так или иначе возникают, когда встают проблемы 
о спектрах наблюдаемых . Можно сказать, что понимание физики моде­
лей , в той или иной мере считающихся решаемыми, и их непосредственное 
интегрирование оказываются столь переплетенными, что нецелесообразно 
отделять одно от другого: выводы уравнений и методы их интегрирования 
взаимно обогащают друг друга . В указанных контекстах роль уравнения 
( *) не менее универсальна , чем собственно инвариантные полевые уравне­
ния. 
Число точно решаемых моделей до недавнего времени было очень неве­
лико, но после 1960-х годов «солитонный бум» значительно расширил их 
количество, оказав огромное влияние даже на физику. Са11·1ым непосред­
ственным образом точно решаемые теории связаны с тем. откуда истори­
чески идет их наиболее употребительное название: конечнозонные спек­
тральные методы в теории твердого тела. Конечнозонные потенциалы яв­
ляют в ней такие модельные , но реалистичные периодические, поля и(х), 
з 
что энергетический спектр свободных электронов, находящихся в них, име­
ет зонную структуру - чередующиеся разрешенные/запрещенные уровни 
допустимых значений Е - 11 число таких зон есть кон.е-чн.м величина. 
Хотя в настоящее время солитонно-конечнозонный класс является са­
мым широким точно решаемым классом, содержащим огромное количе­
ство параметров, его методы и техника традиционно считаются трудными, 
особенно в прикладных областях. Причина в том, что их освоение тре­
бует очень интенсивного использования очень сложного математическо­
го аппарата и это отражается в не менее употребительных параллельных 
названиях для теории: алгебро-геометрические или тэта-функциональные 
методы. Эта с.1ожность уже давно и не раз отмечалась в физической ли­
тературе, но в тоже время осознается, что тэта-функции действительно 
являются необходимым объектом, когда речь идет о конечных формулах. 
Вопрос о «превращении» тэта-функциональных методов в общеупотреби­
тельные важен еще хотя бы и потому, что средства с элементарными функ­
циями являются простыми предельными случаями тэта-функциональных. 
Существенно, что такое обобщение вовсе не абстрактно, а естественно и 
в некотором смысле единственно возможное. Отсюда следует, что с праг­
матической и физической точки зрения актуальной является своего рода 
«канонизация» понимания того, что стоит за этими методами и их тривиа­
лизации. Эта проблема еще далека от того, чтобы быть решенной по части 
тэта-функций, даже с учетом результатов, излагаемых в диссертации. 
ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Цели и задачи диссертации. Основным, но не единственным, объек­
том исследования является уравнение ( *) и доведение его решений до со­
стояния, когда с точки зрения приложений «дальнейшее упрощение уже 
невозможно». Это зачастую не возможно без существенного расширения 
имеющейся математической техники и даже ее переработки. Она вовлека­
ет тэта-функции - чрезвычайно классический объекты, но и они требует 
расширения. Например, развиваемый дифференциальный В-аппарат абсо­
лютно необходим, когда встает вопрос о квантовании тэта-функций как 
обобщений элементарных (гармонический осциллятор, экспоненты и т. д.). 
Поэтому после получения квадратур для Ф-функции целью диссертации 
является доведение используемых методов до функционирующих формул, 
которые легко поддаются непосредственному физическому анализу. 
Научная новизна и значимость. Научная значимость результатов сле­
дует из фундаментальной значимости уравнения ( * ). Ни «интегрируемые» 
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ни «неинтегрируемые» линейные/нелинейные уравнения не будут реше­
ны точно никогда, поскольку поля и начальные данные могут быть сколь 
угодно произвольными; в точную решаемость необходимо вкладывать бо­
лее конкретный смысл. В этом отношении, как с формальной, так и нефор­
мальной точки зрения, автором было замечено, что в классе конечнозонных 
потенциалов спектральные уравнения типа ( * ), как это ни парадоксально, 
до сих пор не были явно проинтегрированы. Без проверяемой прямыми под­
становками Ф-функции, вопрос о решении так или иначе возникает вновь. 
Именно такая форма решения была получена впервые (см. гл. 1 и работы 
[1:\, l(i]). Знаменитые тэта-функциональные формулы являются её след­
ствием и их появление уже не традиционно аксиоматично, а регулярно. 
Новизна и значимость результатов, связанных с тэта-функциями, объяс­
няется тем, что найденные свойства классических В-функций Якоби не про­
сто новые, а принадлежат к разряду фундаментальных и определяющих. 
Не имея в наличии дифференциальных определений В-функций, вопро­
сы нх квантования не возможны даже в постановках. Более того, переход 
от элементарных квантований осцилляторов к квантованию тэта-функцнn 
представляет значимость не просто как некоторое нелинейное обобщение, 
а как непертурбативное обобщение; нет необходимости в приближениях 
слабой связи. Это основной признак квантования солитонных моделей:\. 
Квантовая решаемость во многих отношениях наследуется классической 
точноn интегрируемостью. Поскольку тэта-функции являются минималь­
ными строительными блоками теории, "рано или поздно .мъt дол:ж;ны прий­
ти к квантованию тэта-функv,ий"'1 . В этом направлении сделаны первые, 
но важные шаги. 
Использование в полной мере новых свойств В-функций позволило впер­
вые найти случаи, для которых можно утверждать, что задача решена до 
конца. Без расширения классической теории униформизации результаты 
такого сорта были бы не возможны, тем более, что использование тэта­
функций и явное построение фундаментальных голоморфных интегралов 
как функций униформизирующего параметра в литературе даже не обсуж­
далось. Ввиду отсутствия аналитически решаемых примеров, современное 
состояние методов униформизации оставляло впечатление невозможности 
«хоть какого-нибудь» приложения и мы приводим большое количество та­
ковых. 
ЗрддЖАРА~1АН Р. Солшпоны и ипстантоны в квантовой теории пол.я. Мир: :Москва (1985). 
4СмиРнов Ф. А. Что мы квантуе.м в интегрируе.мы.т моделях теории пол.я? Алгебра 11 
анапиз (1994) 6(2), 248-261. 
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Основные положения, выносимые на защиту. 
• Предложен новый подход к точно решаемым случаям 1-мерного урав­
нения Шрёдингера 
-Ф" + и(х)Ф = ЕФ. 
На его основе получена явная квадратурн,ая, формула для Ф-функции. 
Как частные случаи формула охватывает все потенциалы с конеч­
ным числом запрещенных зон в спектре и классические солитоны. 
• Разработана схема регулярного вывода представления для Ф(х; Е) 
в терминах 8-функций, не использующая аксиоматическое введе­
ние римановых поверхностей. Между квадратурами и классической 
спектральной концепцией имеется точное соответствие - спектраль­
но квадратурная двойственность; она описана аналитически. 
• Разработаны а.пгоритмические процедуры получения спектральных 
характеристик и дисперсионных соотношений Е = E(k) для потен­
циалов в эллиптических функциях для широкого класса спектраль­
ных уравнений L(u(x); дх)Ф = ЕФ. 
• Выведены дифференциальные уравнения на классические В-функции 
Якоби 11 их конечнозонное расширение. Уравнения являются гамиль­
тоновыми и лагранжевыми, а их частные случаи допускают поста­
новку вопроса квантования данных динамических систем и его ре­
шение, включая спектральное уравнение для гамильтониана. 
• Космологические алгебраические метрики Пикара-Хитчина, как ре­
шения уравнения Пенлеве-6, параметризуются в В-функциях. Как 
следствие, возникают гиперэллиптические кривые и эффективиза­
ция конечнозонных потенциалов уравнения Шрёдингера в контексте 
методов униформизации. 
• Развитый аппарат В-функций приводит к ана.питически решаемым 
случаям теорнн униформ11зац11и алгебраических зависимостей. Пред­
ложена геометрически замкнутая переформулировка теории. Впер­
вые найдены полностью и точно решаемые случаи. 
Достоверность результатов. Весь материа.п диссертации основан на со­
временном понимании конечнозонной теории и воспроизводит ее целиком. 
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Новые результаты проверяются прямыми подстановками, а математиче­
ский аппарат алгоритмически автоматизирован на компьютере. В тех слу­
чаях, когда аналитические проверки трудоемки даже с использованием 
компьютерных программ имеется возможность числовых проверок, что то­
же реализовано на пользовательском уровне. Средой для аналитических и 
числовых расчетов является пакет MAPLE (Waterloo Со.). 
Апробация работы и публикации. Результаты исследований по те­
ме диссертации докладывались на международных конференциях и се­
минарах, проходивших в: Berlin (Intern. Math. Congress, 1998, Germany), 
Honolulu (University of Hawaii, 1998, USA), Красноярск (Красноярский ун-т, 
2000), Torun (Nicolaus Copernicus Univ" 2001, Poland), Edinburgh (Heriot-
\Natt Univ., 2001-2002, UK), Leeds (University of Leeds, 2002, UK), Edinburgh 
(Edinburgh Univ" 2002, UK), Cambridge (lsaac Newton Inst. l\1lath. Sciences, 
Cambridge, 2002, UK), London (Imperial College, 2003, UK), Boston (Boston 
Uпiv" 2003, USA), Harvard (Harvard Univ" 2003, USA), Москва (МГУ, 2011, 
2012), С.-Петербург (Мат. институт Эйлера, 2011), а также на многочислен­
ных семинарах, среди которых семинары, проходившие в Московском гос. 
ун-те (2001), Минском гос. ун-те 2010 и математическом ин-те им. Стек­
лова (Москва, 2005, 2012). Элементарные основы теории читались в серии 
лекций для молодых ученых (ОИЯИ, Дубна, 2010) и спецкурсах кафедры 
квантовой теории поля Томского гос. ун-та (2009--2011). 
Исследования поддерживались грантами РФФИ (проект 00-01-00782), 
Royal Society /NATO Fellowship (2000-2002, UK), NSF /NATO DGE-0209549 
(2002-2003, USA) и ФЦП (02.740.11.0238). По результатам исследований 
опубликовано 20 работ [1-20], среди которых 4 обзорные статьи [12, 1:1, Hi, 
11']. Список работ приведен в конце автореферата. 
Личный вклад автора. Все результаты диссертационной работы, вклю­
чая мотивации, постановки задач, методы решений, алгоритмизации и ком­
пыотерные реализации, принадлежат автору; небольшое исключение со­
ставляют работы [7-rJ] 11 [2Щ, где вклад автора является ключевым. 
Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из Введения, 
семи глав, Приложения и списка литературы из 202 ссылок. Текст содер­
жит 253 страницы, 7 рисунков и 1 таблицу. 
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Глава 1. Интегрируемость: конечнозонная и точная 
Глава 2. Конечнозонность и тэта-функции 
Глава 3. Эллиптические солитоны 
Глава 4. Динамические свойства и квантование О-функций 
Глава 5. Дифференциальные свойства '19-констант 
Глава 6. Космологические метрики Хитчина и О-функции 
Глава 7. Методы теории униформизации 
Приложение 
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Каждая глава предваряется кратким вступлением, содержащим мотивации 
для рассмотрения проблематики раздела. Излагаемая далее теория в ко­
нечном счете нацелена на нахождение точно интегрируемых потенциалов 
и(х), соответствующих им \ll(x; ..\)-функций и на проблему эффективного 
описания решений от переменных и параметров. Применяемая и расширя­
емая техника имеет не меньший и самостоятельный интерес. 
Глава 1. Мотивировкой к рассмотрению вопроса о точно решаемых по­
тенциалах и(х) уравнения ( *) является наблюдение (§ 1.1) о том, что все 
солитонные потенциалы, будучи вещественными по своей природе, допус­
кают не просто аналитические выражения для \ll-функции в элементарных 
функциях, но на самом деле решаемы при произвольных комплексных зна­
чениях Е, которое будем далее обозначать как -Л: 
w"-u(x)\ll=ЛW. (1) 
При наличии непрерывного спектра, вопрос о полноте собственных функ­
ций и «разбиения единицы~> становится столь же фундаментальным, как 
и вопрос о дискретном спектре самосопряженных операторов, когда про­
странство состояний есть L2 . Поэтому проблема нахождения зависимости 
\ll от параметра, превращается в проблему нахождения зависимости \ll(Л) 
как функции от переменной. Это радикально отличается от ситуаций с чи­
сто дискретным спектром, так как требуются не изолированные значения 
\ll(x; Лk), а вся функция \ll(x; Л) целиком. В главе показывается (§§ 1.2-
3), что решение \ll представимо в квадратурах для всех значений Л, когда 
квадратуры есть квадратуры от алгебраической функции гиперэллиптиче­
ского типа 
µ2 = (Л - Е1) · · · (Л - Е29+1), (2) 
а потенциалы совпадают с общеизвестным алгебра-геометрическим клас­
сом5. При этом все физические вещественные периодические потенциалы 
5BELOKOLOS Е. D" BOBENKO А. 1" ENOL'SКII V. Z" lтs А. R" MATVEEV V. 8. Algebro-
Geometric Approach to Nonlinear IntegraЬ/e Equations. Springer Series in Nonlinear Dynamics. 
Springer-Verlag: Berlin-Heidelberg-New York (1994}. 
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и(х + П) = и(х) с периодом П являются частными случаями данной кон­
струкции, которая задается только целочисленным параметром g (число 
зон) и соотношением (2). Основной результат раздела может быть сфор­
мулирован в следующем виде. 
Теорема 1. Пусть и(х) - кo'lte"t'ltoзoн:н:ыil поте'ltциал, соответствующий 
(пocтpoe'lt'ltъtil по) соот'ltошению (2). Тогда реше'ltие Ф уравне'ltия, (1) име­
ет вид квадратур 
{ ')1(х) ± 1 w ± µ dz Ф (х;>..) = ехр- /--- + · · · + 2 z->.. w (3) 
w
2 
:= (z - Е1) · · · (z - Е29+1), 
а вели"tи1t"ЬI. l'k = l'k(x), как функции от х, определя,ются, "tерез обращения, 
'ltaбopa из g 'lteoпpeдeлe'lt'ltъtX и'ltтегралов ( зада"tа Якоби) 
~J"tk ndz 
~ z -;;; = an+l, 
k=I 
n=O,l, ... ,g-2. (4) 
Поте'ltциал и(х) при этом даете.я формулой Матвеева-Итса 
g 2g+l 
и=2L'Yk(x)-LEk, (5) 
k=I k=I 
а произволь'ltыми параметрами теории я,вля,ются, >.. и 3g + 1 кo'ltcтa'ltт 
Ek, ak. 
Далее в главе объясняется (§ 1.4) где и когда возникает необходимость во 
введении римановых поверхностей и, в качестве иллюстрации, проводится 
аналогия с элементарными солитонными случаями. Она полностью обосно­
вывает тот факт, что элементарная и конечнозонная теории не различимы 
с точки зрения решаемости; обе носят квадратурный характер. Наиболь­
шее усложнение связано с проблемой обращения набора из g интегралов 
(1). В случае общего положения по параметрам {Ek} они принадлежат к 
разряду абелевых интегралов. 
Идеология претерпевает малые изменения (§ 1.5), когда рассматривают­
ся более сложные спектральные уравнения, например, происходящие от 
(L, А)-пар интегрируемых уравнений: 
L([и);дх)Ф = >..Ф, 
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Квадратурная формула для Ф-функции в этом общем случае получается по 
схеме дифференциального исключения производных ф{n) из стационарной 
версии данных уравнений. Если z := х - ct, тогда Ф = T(t)ф(z) и 
L([и];дz)Ф = Лф, (А([и]; д2 ) + сдz) ф = µф, (6) 
где µ - параметр разделения переменных. Отсюда следует общий рецепт 
вывода Ф-формулы в точно решаемом классе: 
z 
Ф2 = G([и];Л,µ)Ф Ф = ехр j G([u]; ).., µ)dz. 
В качестве примера рассмотрена спектральная задача 
Фm -иФ' = ЛФ, 
а для ближайшего нетривиального случая получается решение 
х 
(7) 
ч-(х· л) = ехр х ,т, \ j µ(2и11 -v) -ЗЛ(27Л2 + 2v" -2vu- 7u12 ) d 
' З(ЗЛ + и')и"' - З(µ + 6Ли)u' - 9Л(µ + ЗЛи) - (2и" + v)u" - Зии12 + v2 • 
где v := и2 + 12а. Формула допускает дальнейшую эффективизацию, если 
рассмотреть потенциал, выражающийся в эллиптических функциях 
и= бr(х + 12at- П; a,g3 ) + 6r(x+12at- fl; a,g3). 
Алгебраическое соотношение W(Л, µ) =О здесь принимает вид 
µ 3 - 324аЛ2 µ + 729>.((>.2 + 4g3 + 4gз) 2 - 64g3 gз) =О. 
В заключении главы(§ 1.51) описана схема вывода уравнений Дубровина 
для уравнений 3-го порядка общего вида 
Фm +и(х;Л)Ф' + v(х;Л)Ф =О. (8) 
Уравнения Дубровина это просто дифференциальная форма интегральной 
(квадратурной) задачи обращения и наоборот, задача обращения - это ин­
тегральный вариант разделения переменных в дифференциальных уравне­
ниях Дубровина. Приведен нетривиальный пример получения этих уравне­
ний и три различные новые версии формул для восстановления потенциала 
по спектральным данным; они традиционно называются формулами сле­
дов и являются аналогами формулы (G). Формула следов -это важный 
атрибут точной решаемости. Ее выводимость не столь регулярна как по­
лучение собственно решений Ф, а для уравнений выше второго порядка 
остается нерешенной проблемой. 
Без использования аппарата тэта-функций и римановых поверхностей 
эффективное представление квадратурных форм решений типа (:3) и (7), 
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как функций от переменной х и пара!\1етра >., не возможно. Это!\1у посвя­
щены оставшиеся главы. 
Глава 2 начинается с комментариев (§2.1) по поводу понятия точная 
решаемость. Аккуратные формулировки точной интегрируе!\юсти линей­
ных дифференциальных уравнений составляют содержанне теории Ли­
увилля. расширенной позднее Пикаром и Весси6. Линейная лиувиллевская 
интегрируемость была разработана Лиувиллем до его знаменитой теор1111 
гамнльтоновой нелинейной интегрируемости. Хотя связь га!\111льтоновых 
уравнений с лиувиллевской нелинейной интегрируемостью общеизвестна, 
«линейная» теория Лиувилля до недавнего времени не упоминалась и не 
испо.1ьзовалась в спектральных задачах. 1\'lы показываем, что конечнозон­
ное интегрирование уравнений типа ( 1) сводится к интегрированию конеч­
ного числа копий простейших уравнений 1-го порядка 
Фz = А(z)ф + B(z). 
Это соответствует лиувиллевскнм расширения!\1 в теории Пикара-Вессио. 
В конечнозонном семействе A(z) есть а.1гебра11ческие функцни, поэтому ре­
шения этого уравнения есть фактически абелевы интегра.1ы. Спектральная 
версия для Ф-функцииr; «похожа» на фор!\lулу (:3): 
л л ,т,±( ·')= ~{1ш±v1 (x)dz ... Jш±v9(x)dz} Н( ·') 
'!.' х, л ехр 2 ( ) + + ( ) + х, л , z - ", х ш z - fg х ш 
щ(х)2 := (!k(x) - Е1) · · · (!k(x) - Е29н), 
но имеет очень нетривиа.ТJьную «добавку»-функцию Н(х; >.), содержащую 
почти все объекты римановой теории абелевых интегралов на риыановых 
поверхностях. По этой причине ее полный вид не приводится (§2.1) и это 
же обстоятельство демонстрирует соотношение между сложностью спек­
трального и простотой квадратурного подходов. Мы называе!\1 этот факт 
спектральnо-квадратурnоi1 двоilствеnnостью. 
В § 2.2 показывается как из формулы (:J) выводится знаменитое тэта­
функщюнальное представление 
Ф(х· ,\) = 9(u(oo) - D). 8(u(,\) + хИ - D) еП(Л)х 
' 9(u(,\) - D) 9(u(oo) + хИ - D) ' 
которое в современных фор!\lулнровках аксиоматически постулируется как 
функция Бейкера-Ахиезера. Разумеется, все объекты фигурирующие в 
бите А. Р .. 1\IATBEEB В. Б. Onepamopъt Шрёдингера с конечнозонным спектром и N-соли­
тонные решения уравнения Кортевега-де Фриса. Теор. мат. физика (19i5) 23(1). 51-6i. 
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этой формуле при таком взгляде возникают естественно и регулярным 
способом: нормализованные голоморфные интегралы u, нормализованный 
мероморфный интеграл П, его периоды U, произвольный вектор D и соб­
ственно 0-ряд Фурье. Поскольку эти объекты достаточно нетривиальны 
в отношении понимания их физического содержания, в § 2.3 дается более 
развернутое объяснение смысла мероморфного интеграла П(>.). 
Если потенциал периодичен, то зависимость интеграла П от спектраль­
ного параметра >. может быть проинтерпретирована фактически как зави­
симость энергии Е = E(k) от квазиимпульса k, если речь идет об энергии 
свободного электрона как функции от множителя eik (кристаллический мо­
мент), фигурирующего в известной теореме Блоха: ф(х+П) = eikф(x). Это 
общеизвестное дисперсионное соотношение в теории твердого тела. Явная 
решаемость теории естественно ведет к явной выводимости любых соот­
ношений такого типа. Например, в простом случае 2-зонного потенциала 
Ламе и= 6р(х + w'), мы имеем , переходя к привычному обозначению для 
энергии, выражения 
. { (9Е2 - 27 92) р'(а) } . 
k = 21 ((а)+ Е3 - 992>. + 54 93 w - 2ю17, р(а) = Е
3 
- 2793 9Е2 - 2792 ' ( 9) 
где w, 17, 92, 93, (, р, р' - стандартные значки для параметров и функ­
ций в эллиптической теории Вейерштрасса. Окончательная зависимость 
Е = E(k) находится из этой а-параметрической формы, исключением ве­
личины а. Аппарат эллиптических функций хорошо развит, поэтому без 
труда выводятся соотношения типа групповых скоростей 
Хотя этот пример весь прописывается в эллиптических функциях, он са­
мым лучшим способом демонстрирует неизбежную проблему многозначно­
стей, возникающих в конечнозонной теории. Зависимость теории от пара­
метров включает весь набор функций, которые составляют минимально за­
мкнутый набор объектов на римановых поверхностях: абелевы интегралы 
1-го, 2-го, 3-го рода и их периоды. Только что указанное исключение пере­
менной а есть существенно трансцендентная операция с трансцендентными 
объектами. Это дает важнейшую мотивацию к тому, чтобы дисперсионные 
соотношения рассматривать в обратном порядке k = k(E) и, более того, 
ре-интерпретировать их как зависимости от точки на кривой (2), т. е. пары 
(>., µ). После полного перехода к такому (униформизационному) взгляду­
он реализован в гл. 7 - проблемы с многозначностями исчезают. 
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Далее подробно разбирается нетривиальный 2-зонный потенцшL1, не яв­
ляющийся эллиптической функцией; он не укладывается в хорошо разрабо­
танную теорию элтштических солитонов. Зависимость II(Л) тем не менее 
выводится аналитически. А именно, если и(х) имеет вид 
и= -21пп{В4(Uх + Alт)B2(Vx + Blx) -Щ(Их + Alт)B1 (Vx + Blx)}, 
то дисперсионное соотношение легко получается из выражения II(Л): 
в;(uг~тlт) в;(uг!хlх) 
II().) = а · ( l 
1 
) + Ь · ( l 
1 
) + С · U J + d · U2 = 81 U1-2T Т 81 U2-2X Х 
e;(u1lт) e;(u2lx) (Л + р)µ =а· e,(u1lт) + Ь· B1(u2lx) + Л(Л - а)(Л - Ь) + q·u, + T·U2 . 
Здесь u1 (Л), u2 (Л) - голоморфные интегралы, И, V, А, В, т, и-свободные 
пара~rетры потенциала. а константы {а, Ь, с, d, р, q, r} зависят то"1ько от па­
раметров потенциала, но не зависят от спектрального параметра Л. 
В Главе 3 мы кратко останавливаемся на способе получения точно ре­
шаемых потенциалов в эллиптических функциях и соответствующих им 
Ф-функций. Класс такнх задач на сегодняшний день является единствен­
ным, для которого можно сказать, что сопутствующие проблемы теории 
доведены до решений, которыми почти возможно оперировать на практи­
ке. Причина в том, что аппарат элтштических функций принадлежит к 
разряду классически развитых и давно эксплуатируемых. 
Стандартным средством здесь является метод Эрмита-Альфана, исполь­
зующий 1-зонное решение уравнения ( l): 
ф( . ) _ ст(а - х) ((а)х х, а - ст(а)ст(х) е ' 
Мы показываем (§3.1), что все искомые величины теории находятся алго­
ритмически с использованием теории полиномиальных базисов Грёбнера и, 
что немало важно, процедура автоматизируется. Открытие в 1960-х годах 
базисов Грёбнера оказало почти рево"1юц1юнное влияние на вычислитель­
ные аналитические (не числовые) задачи. 
Общность предлагаемой техники такова, что она позволяет получать ре­
зультаты классификационного характера. Например (§ 3.2), легко показы­
вается, что потенциалы вида и = бр(х) + 2р(х - П) решаемы методом 
базисов Грёбнера, только если П = {ш, ш', ш"}. т. е. являются известны­
ми потенциалами Трейбича-Вердье. В более подробной форме примеры, 
включая спектральные уравнения порядка 3 рассмотрены в работах [1, 1 lJ] 
и [ 11]. 
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Завершают главу §§ 3.3-4, в которых исследуется другой способ «алгеб­
раизацш1» работы с эллиптическим конечнозонными потенциалами 
(10) 
Он связан с тем фактом, что они допускают трансформацию этого уравне­
ния в уравнения известного класса - класса Фукса - и, в частности, в урав­
нения с рациональными коэффициентами. Более того, для таких уравнений 
в начале 1980-х годов разработаны полностью автоматизируемые алгорит­
мы их решений. Самым знаменитым из них является исторически первый -
алгоритм Ковачика - и интересно отметить, что его связь с конечнозонной 
теорией была подмечена совсем недавно [fj]. Это тем более любопытно, что 
и конечнозонная теория и алгоритмы типа Ковачика-Зингера имеют дело 
с точным интегрированием одних тех же уравнений. 
Замена переменных ( х, Ф) ,_.., ( z = р( х), ф = J?(X} Ф) в уравнении ( 1 О) 
приводит к уравнениям вида обобщенной задачи Штурма-Лиувилля 
Ф = -{~ (4z2 + 92) 2 + з293z _ Q1(z) + wQ2(z) + л}Ф (ll) 
zz 16 (4z3 - 92z - 93) 2 4z3 - 92z - 9з ' 
где w2 := 4z3 - 92z - 93, а Q 1 , Q2 - рациональные функции. Весь точно 
решаемый класс для этого уравнения строится из конечнозонной теории и 
наоборот, причем еще в большей степени эффективности: 
(12) 
а а 
где G := Ri(z)-(4z3- 92z- 93).Щ(z), а для функции R = R1(z) +R2(z) w 
предъявляется рекуррентная процедура вычисления 
g g-n 
R = Ln _xn Lj Cj Rg-n-j, Ro = 1, Со= 1, 
о о 
где 
k-1 
Rk = ~ LJ {2(w2 Rj)' Rk-J-i-(w2 Rk-J-1)' R'г4(Rk-J+uRk-J-1)R1 }-~uRk-1 
1 
и штрих ' означает производную по z. Для уравнения найдена также и 
важнейшая характеристика как уравнений с периодическими коэффици­
ентами, так и фуксовых уравнений - явное матричное представление для 
группы их монодром11й. 
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Глава 4. Переходя к 8-формулам, мы фокусируемся на эллиптических 
е-функциях Якоби, поскольку именно с ними вся теория ДОВОДИТСЯ ДО кон­
ца. Параграфы §§4.1-3 данной главы посвящены исчерпывающему ош1-
санию новых свойств этих функций. Отправным пунктом главы является 
ТОТ результат, ЧТО КЛаССИЧеСКИЙ набор ()1 := -{}ш, ()2 := ()[Aj, ()3 := ()[8], 
()4 := еш, где 
(13) 
-оо 
должен быть дополнен введением ПрОИЗВОДНОЙ ОТ ОДНОЙ ИЗ ()k, например, 
e;(zlт) := дze1(zlт). Тогда расширенный комплект {ek,e;} удовлетворяет 
за.мкн.утым обыкн.овен.н.им дифферен.u,иа.лън.ъ~м уравн.ен.иям по обеим пе­
ременным z и т: 
{ 
aek = е; ek _ 7Г 19 ~. е"еµ дz е1 е1 
ае; е? 2 2 2 е~ { 7Г2 4 4 } дz=е~-7Г193194·е1-4 77+12(193+194) .е1, 
(14) 
aek _ -i е? е ~ 192 .е' е"еµ дт - 47Г ef k + 2 k i ef + 
i { 2 2 2 2 2 2 2 2 2} ()k· 
+ 4 7Г 193194 .е2 - 19k19µ .е" - 19k19"·eµ ef + 
+ ~ { 77 + ~~ ( 19~ + 19~)}. ()k (15) 
_1 _ -1 2- ~ ~ 192 192.-1. ~(19 4 194) е' _ де' . ()'3 3. { 2 ()2 2 } дт - 47Г ef + 7Г 4 3 4 ef + 77 + 12 3 + 4 i 
- ~ 2192192192. ()2()3()4 
2 7Г 2 3 4 ()2 , 
1 
8k - 28 lOk - 28 где k = 1, ... ,4, v := Зk- lO' µ := Зk- 8 , а величины 19k = ()k(Olт) уже не 
обязательно расс11.штривать как значения {}-функций в нуле. 
Интересно отметить, что в неопубликованном препринте hep-ph/99125027, 
остающимся по всей видимости без внимания, обнаружено поразительное 
Эl\.!Пllр!!ЧеСКОе СХОДСТВО между {}-фунКЦИЯМИ, ВКЛЮЧаЯ ПрОИЗВОДНУЮ (); 11, С 
7Sсотт W. С. Nucleon Structure, Duality and Elliptic Theta Functions. 
http://arXiv.org/hep-ph/9912502 (2001 ). 
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другой стороны, структурными функциями ядра, признающимися фунда­
ментальными объектами и у экспериментаторов и у теоретиков (особенно в 
струнных моделях): найденные соотношения работают на разных масшта­
бах. 
Вторая серия из уравнений (1-1)-(Ei) является следствием уравнения теп­
лопроводности 41ГiВт = В22 и приводит к новому взгляду и на него самого 
и на его роль в теории частиц. Приведенные уравнения являются обык­
новенными дифференциальными уравнениями, в то время как уравнение 
теплопроводности - это уравнение в частных производных. Условием сов­
местности уравнений (l<-1)-(1.j) является еще одна динамическая система: 
d{)2 i { 7Г2 ( 4 4)} h =; 17 + 12 {)3 + {)4 {)2 
d{)3 i { 7Г2 ( 4 4 4 4)} dт = ; 17 + 12 i'J3 + {) 4 - ЗВ {) 4 {)3 
d{) 4 i { 7Г2 ( 4 4 4 4)} h =; 17 + 12 i'J3 + {)4 - ЗА i'J3 i'J4 
(16) 
d17 = !....2772 - 7Г3 i{i'Jв + (9А4В4 - 6А4 - 6В4 + 2) {)4{)4 +{)в} dт 7Г 72 3 3 4 4 , 
где А4 и В4 -рациональные интегралы систем (14)-(![1): 
A 4 ·i'J5Bi ={)~В~ - {)~В~, B4 ·i'J~Bi = {)~В5- i'J5B~. 
Это означает, что классические квадратичные тождества между тэта-функ­
циями на самом деле следует рассматривать как частный случай поверх­
ностей уровня интегралов динамических систем (14)-(1:-J). 
В силу исключительной важности В-функций как строительных блоков 
есть смысл посмотреть на них самостоятельно, но в контексте конечнозон­
ной теории (§4.4); там имеется принципиальная произвольность внешнего 
параметра Л. Такой взгляд оказывается конструктивным и приводит к ко­
нечнозонному расширению уравнений на В-функции: 
дВk = в;Bk-1Гi'J%·BvBµ 1 дz В1 В1 
ав; в? 2 2 2 в~ { 7Г2 4 4 } -=--1Гi'J3i'J4·--4 11+-(i'J3+i'J4) ·В1 дz В1 В1 12 (17) 
2_8Л =в;+ 1Гi'J~ _Br(u)·B2B3B4+B2(u)B3(u)B4(u)·Br +h 
Лдz В1 B1(u) B1 ·(B~(u)·Bi-Bi(u)·Bi) ' 
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где 
Л(z; ulт) := 01(z - ulт) exp(::i~ll~~ z + hz), 
h- дополнительный параметр и >. = r(2u). 
Эта 6-мерная система уравнений дает также новую трактовку спектраль­
ного параметра в том смысле, что если строятся замкнутые уравнения, 
интегрируемые в О, то они всегда должны содержать внешний параметр. 
Так появляется спектральное уравнение (спектральная задача) и оно ли­
нейно - это уравнение на Л. Более того, сама О-функция может быть диф­
ференциально определена через уравнения, решаемые тоже в квадратурах 
F = (lnO)zz - 2{!, 
1 -е := 2ry + -7r2 ('!9~ + '!91). 
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Отсюда следует новое определение самой О-функции по правилу 
z =:(z) 
O(z)=expf{J sds }dz·egz2+dz+e. 
Js(s - a)(s - Ь) 
Уравнения (l·l)-(1 i) принадлежат к разряду фундаментальных уравнений. 
Итак, в алгебраи-ческих квадратурах решаются. все уравнен.и.я. теории: 
линейные спектральные, их конечнозонное расширение и уравнения на са­
ми О-функции. При этом, в силу экспоненциального множителя et:>z2+dz+e, 
получается еще и расширение столь известного объекта как О. Мы кратко 
комментируем возможности распространения этой идеологии на r.шогомер­
ные 8-функции. 
Развитый аппарат позволяет конструктивно поставить задачу квантова­
ния О-функций, которая разбирается в §§4.5-6. В самом деле, найденные 
динамические (нелинейные) уравнения ( 14) естественно рассматривать как 
классический предел. Напомним, классические элементарные объекты, как 
то экспонента и гармонический осциллятор, являются пределом эллипти­
ческих О, а простейшее обобщение линейного осциллятора приводит кнели­
нейному маятнику, решаемому, как известно в О. В связи с этим возникает 
ряд проблем, которые частично разрешаются. 
Система (14) не полиномиальна, что осложняет проблему упорядочива­
ния операторов Вейля, и можно показать, что она не допускает постоянной 
скобки Пуассона при каком-бы то ни было гамильтониане ~(О,{}'). Это су­
щественно отличает ситуацию от стандартной. Тем не менее уравнения (l-1) 
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превращае!l·tЫ в полиномиальные, имеющие к тому же структуру « вложен­
ных матрешек»: 
± = yz, iJ=xz, z =ху, € = -х2, u =~и. 
Для этой системы и системы ( 11) мы подробно разбираем строение полного 
набора интегралов движения J 1," "5(x , у , z , (и) и показываем, что подснсте-
1\tа, выделенная нижней фигурной скобкой , полностью квантуема . Ее пер­
вая часть (верхняя скобка) сов­
падает с уравнениями движения 
твердого тела в случае Эйлера , 
но вся 4-мерная система отли­
чается от известных интегриру­
емых квантуемых моделей: она 
имеет наблюдаемую - ~ , которая 
на классическом уровне эволю­
ционирует не как « чистая » эл­
липтическая функция ( отноше­
ние В-функций), а как мероморф­
ный эллиптический интеграл. В 
этом отношении, уравнения мо­
гут рассматриваться как мини-
мальные , так как нх динамика 
содержит и эллиптические функ­
ции и нх ближайшее расшире­
Рис. 1. Зонная структура спек-
трального уравнения для гамильто­
ниана в квантовании тэта-функций: 
ij/' + ( Ь cos 2;; + а) ф = О. Заштрихова-
ны зоны устойчивости. 
ние - мероморфные интегралы. На такие интегралы , как известно , 
линейно раскладываться некоторые эллиптические функции. 
J\IOГYT 
Представление операторов 
х :=х, у : = у, 
(найдено П . Казинским) «держат» квантовые уравнения движения , а ос­
новная задача на собственные значения .fi'-ф = Е-ф для гамильтониана 
.fi' = ~ { (хду+Удх) 2-х2 } приводит к уравнению Матье Ф"+(bcos2z+a)'lj; = 
О. Эта задача имеет непрерывный спектр с зонной структурой по параметру 
а: типичная картина отображена на Рис. 1 (число зон бесконечно) . А priori 
ни откуда не следует, что получится спектральное уравнение с периодиче­
ским потенциа.:юм и следовательно с зонной структурой спектра. 
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В заключении главы подробно прописаны решения всех систем . Как от­
мечено выше, общие решения являются более широкими, чем просто кано­
нические В-ряды (В). Мы комментируем также принципиальные трудно­
сти, возникающие в проблеме квантования полного комплекта В-функций. 
Глава 5 посвящена эллиптическим д-константам, поскольку они имеют 
обширные приложения в силу своих богатых дифференциальных свойств 
как функций от модуля т. Самые красивые приложения были обнаруже­
ны в 1990-х годах в теориях самодуальных уравнений Эйнштейна-Вейля, 
Янга-Милса и др. Они еще далеко не исчерпаны, но до недавнего вре­
мени использовались скорее как дифференциальные системы-тождества. 
Например, полный набор дифференциальных уравнений на функции д( т) 
11 77(т) ранее не был описан и определяется системой (LG) . Вопрос о взгля­
де на дифференциальные тождества как на дифференциальные уравнения 
нетривиален и мы показываем в §5.1 , что это может приводить к урав­
нениям , которые в настоящее время не представляется возможным проин­
тегрировать, в то время как сами уравнения являют собой точные тожде­
ства между {), 77-константами . Повторимся, не только тэта-константы, но 
и тэта-функции использовались до недавнего времени лишь как облада­
ющие обширными дифференцимьными/алгебраическими свойствами без 
нх систематизации. Естественным вариантом такой систематизации , как 
мы показываем , являются базовые дифференциальные уравнения и их ин­
тегралы как функции Гамильтона . 
Система (Hi) содержит параметры и имеет единственный рациональный 
интеrрм 
d -Ш=О dт - ' (18) 
который очевидно трактовать как обобщение знаменитого тождества. Яко­
би дj(т) = {)~(т) + д1( т). Его возникновение в решаемых физических моде­
лях уже давно стало классическим фактом·~ и используется повсеместно. В 
§ 5.2 рассматривается связь уравнений (Hi) с малоизвестной динамической 
системой Якоби 
да 2 дh = -16ЬА , дВ = мз дh , дЬ = м2 дh а 
и дается общее решение обеих систем . Переход и преобразования между 
ними оказывается далеко не очевидным, хотя обе интегрируемы в 77, iJ-
рядах (1:~). 
8КдКУ 1'.1 . Введение в теорию суnерструн. !\.[ир: Москва (1999). 
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Процедуры интегрирования выявляют общую рецептуру по!!учення остав­
шихся трансцендентных многозначных интегра.аов и даже полную лагран­
жеву и гамильтонову схемы описания уравнений. Они предъявлены в § 5.3. 
Получению интегралов некоторых известных с!lедствий уравнений {lб) бы­
ло посвящено много работ, но они так п не бы!!и найдены . .1\·1ы выпнсыва­
ем полные наборы интегралов для этих следствий . По причине важности 
уравнений ( Hi) приведем их гамильтонову формулировку. Обозначим 
%'(t9, 77) := ~{ 17 + ~~ (t9; + t91- ЗВ4t9:) }t9з , 
i 7rз 
"fl/(t9 77) ·= -2772 - -i{t9в + (9A.tB4 - 6A.i - бВ.~ + 2)t9.tt94 +t9в} 
' . 7r 72 з з 4 4 . 
Тогда система {l(\) может бъ~тъ представлена в гамилътоновой форме: 
~ ~ ~] ~:] о о о .J'fO. 
ООО .УС:, 
r2 
с гамильтонианом 
1 ( 4 t9~ 4 t9i) Yf'{t92 , t9з , t94, 77) = 4 ln А t9~ - В t9~ 
и вырожденной скобкой Пуассона Щ t9, 17). 
В заключении главы (§ 5.4) мы описываем схему получения новых версий 
формул следов для конечнозонных операторов на частном примере 
IJJ 111 + u(x)IJJ' - ~u'(x)IJJ = ЛIJJ, 
являющимся разновидностью (8). Во всех случаях формулы имеют транс­
цендентный характер , а в рассматриваемом случае выводим 
з 
ic2 { t9~(т) + t9g(т) + t9~(т)} а 
u(x) = - { t9~{т) + t9~(т)} { 1?1{т) - t9~(т)}' {19) 
где под т 11 символом а следует понимать функции 
( ) = н(· Р-~;в(-а)) Т Х Jn 1 ро { ) , 
-•iG а 
27i {'""' 2 } а(х) = --т L..,k "Yk(x) + Е1 , 
2с2 
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символом .А обозначена операция приведения числа в фундаментальную 
область модулярной группы Г{l), Е1 -один из интегралов стационарно­
го уравнения Новикова, с - свободная константа и k = 1, ... , 4. 1\:lы вы­
сказываем гипотезу о том, что в общих тэта-константах выражаемы ко­
нечнозонные потенциалы для произвольных спектральных задач. Прямая 
проверка такого рода утверждений не только не возможна без описанных 
дифференциальных В, 19-свойств, но и даже с их учетом является очень 
нетривиальным упражнением ; это относится и к формуле {E.J). 
Глава 6 использует новые результаты из теории шестого трансцендента 
Пенлеве Рв: 
У1:1: = ~ (~ + _1_ + _1_) У;_(~+ _1_ + _1_) Ух+ 
2 у у-1 у-х х х-1 у-х 
+~y(y-l)(y-x){o:-(3!....+! х-1 -(б-~)х(х-1)} 
2 х2 (х - 1)2 у2 (у - 1)2 2 (у - х)2 
и структурно характеризуется следующим образом (§§6.1-2). Используя 
известные общие решения этого уравнения, выделяется подкласс алгебра­
ических (многозначных) решений у(х), т. е . когда х и у связаны полино­
r-.шальным соотношением F(x, у) = О. Они допускают явную параметри­
зацшо 11 приводят, после подключения дифференциального аппарата тэта.­
функций, к большому количеству следствий, среди которых встречаются 
нетривиальные гиперэллиптические кривые. Последние же являются цен­
тральными объектами конечнозонной теории уравнения ( 1) ; она требует, 
как мы подчеркнули выше, эксплуатации методов униформизации. 
Имеется только два случая, разделенные интервалом в более чем сто лет, 
когда уравнение Р6 решается в общем виде. Это случай Пикара о: = (3 = 
') = б = О и случай Хитчина о: = f3 = / = б = !· В оригинальной форме 
решение Хитчина малопригодно на практике в силу своей сложности , но 
существует его очень простая версия. При произвольных константах А, В, 
она имеет вид 
= ./Х { 7r 19~ · 82 Вз ()4 _ 82 } ( 2О) у Bi ()~ + 7r iAB1 2 ' 
ф лJ () ()' () (AK(y'i) в1 · K(Ji')) .о где ункцю1 С11 , k следует понимать как 1, k K'(J'XJ + 1 K'(Ji'J 11 v2 = 
192 ( i ~,~ ~), а К и К' - полные эллиптические интегралы Лежандра. 
Поскольку современный интерес к уравнению Р6 связан с открытием 
решения Хитчина, оно, как и родственные с ним, часто называются кос­
мологическими метриками. Однако степень универсальности уравнения Рв 
почти такая же как и у интегрируемых уравнениlt; оно появляется в тех 
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же моделях, которые упоминались выше: гравитация, поля Янга-Милса 
и др. Математическая фундаментальность Р6 не меньшая; эллиптические 
11 все элементарные функции являются его частными решениями. Алгеб­
раические решения получаются ограничением (А, В) = {-!tJ, N) с целыми 
(11, µ, N) и, поскольку 
О~( т) 
х = О~(т)' 
мы получаем бесконечную нетривиальную (род g > 1) серию явно унифор­
мизированных алгебраических соотношений F(x, у)= О -решений Хитчи­
на. Дифференциальный аппарат уже описан выше, поэтому все необходи­
мые уравнения выводимы в явном виде и среди них возникают. в большом 
количестве, те, которые связаны с гиперэллиптическими (конечнозонными) 
кривыми. Перечисление примеров отнесено в гл. 7. Но не только этот факт 
связывает конечнозонную теорию с уравнением Р6 . Более глубокой по при­
роде оказывается следующая прямая аналогия с конечнозонным классом 
(§6.3). 
Все конечнозонные потенциалы известных спектральных задач предста­
вимы либо как отношения тэта-функций, либо как логарифмические про­
изводные от таких функций: 
Причина в том, что с аналитической точки зрения решения всех расс~~атри­
ваемых уравнений всегда имеют сингулярности, но при переходе к такого 
рода представлениям - методы тау-функции - задача сводится к построе­
нию расширений понятия 8-функции: так называемых т-функций. Такие 
объекты являются целыми функциями и фундаментальны и теоретиче­
ски и в числовом анализе, поскольку они нигде не имеют особенностей, 
кроме бесконечно удаленной точки. Следовательно, даже если не удает­
ся найти аналитическое решение, уравнения на эти функции сравнительно 
легко интегрируются численно. Впервые т-форма решений была найдена 
в[-!], соответствует решению Хитчина, оказалась очень нетривиальной, по­
ка единственно известной, а распределение полюсов - тоже ана.гштически 
описываемое - являет красивую демонстрацию сложности решений. Точ­
нее, хитчиновское решение (:20) представимо в виде 
d в;(лf, + Blif,) + 27rA·81(Af, + Bjif,) 
y=2x(1-x)-ln .;:;----:: / (к ~·к) (21) dx у 1 - х К · 81 А К' + В 1 К' 
где приняты обозначения К := К( у'Х) н К' := К'( у'Х), а характерная кар-
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тина распределения одной из серии его полюсов изображена на Рис . 2. На 
ней хорошо выявляется проблема контроля особенностей решений. В част­
ности , при попытке численного интегрирования уравнения с «неудачными» 
начальными данными можно « наталкиваться » на особенности, расположе­
ние и число которых совершенно не предсказуемо; такие точки далее невоз­
можно «преодолеть». Уравнение Р6 в этом отношении является наиболее 
сложным , но при параметрах Хитчина решаемым, случаем. 
Глава 7 нацелена на решение 
(х) наиболее трудных составляющих 
Рис. 2. Распределение (неполное) 
полюсов решения (21) при А 
125.45 -103.29i , в = 36. 710 - 69.980i . 
чать полный набор абелевых интегралов. 
рассматриваемого круга проблем. 
Ни один конечнозонный потен­
циал не выражаем в элементар­
ных функциях , всегда связан с 
римановой поверхностью рода 
g > 1 и не ясно как строить в яв­
ном виде однозначные функции 
на ней. Случай g = 1 слишком 
прост и не показателен. Форму­
лы главы 1 и дисперсионные со­
отношения типа (9) говорят, что 
анализ неизбежно будет вклю-
С прикладной точки зрения проблема состоит в «борьбе с многознач­
ностями» и поэтому для всех возникающих функций необходимо иметь 
однозначные т-представления на римановой поверхности алгебраического 
соотношения (2). Мотивируя начало рассмотрения примерами из эллип­
тической теории, в §7.1 мы излагаем новый взгляд на эту проблему, фо­
кусируя внимание на уравнениях , которым удовлетворяют перечисленные 
выше объекты. Традиционно используемые линейные дифференциальные 
уравнения класса Фукса Ухх = Q(x, у) У , где х и у связаны алгебраическим 
соотношением F(x, у) = О , следует заменить на непосредственно диффе­
ренциальное aвmo'liOM'liOe уравнение 3- го порядка, которому удовлетворяет 
любая из униформизирующих функций , например , х = lf'( т): 
х з :r2 [х,т] = Q(x ,y), [х , т] := 73 - -2 -:-;J. х х 
После этого ( § 7. 2) мы показываем, что такие уравнения с алгебраиче­
скими коэффициентами на самом деле избыточны и можно ограничится 
уравнениями с рациональными коэффициентами [х, т] = Q(x). Это свой­
ство не просто существенное упрощение, а фундаментальный факт. Для 
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любого алгебраического соотношения всегда имеется автоморфная функ­
ция х = 'Р( т), которая не только удовлетворяет таким уравнениям, но и 
является одной из образующих. Более того, уравнения имеют единообраз­
ную форму 
{ 
29
+
1 1 2gx2g-I + d(x) } [х. т] = х - . 
· L (х - е )2 (х - е ) ·" (х - е ) · 
s=I 8 1 2g+l 
(22) 
в котором х = -4 или х =-~,а d(х)-стандартный акцессорный поли­
ном. Далее мы показываем - нетривиальный и важный результат, что вид 
функции х = 'Р( т) может быть задан в форме 8-функционального анзаца 
6[3] 2 (.U(т)) х(т) = const · [ ]2( ) , е 1 .U(т) (23) 
а абелевы интегралы, кроме голоморфных .U(т), тоже выражаемы через 8-
функции. Мы излагаем методику и (гиперэллиптические) примеры (§§7.2-
3), когда мероморфные и логарифмические интегра.пы выражаемы/вы­
числяемы через функции Якоби. Это пока единственные случаи - имея 
еще в виду уравнения вида (22), когда теория становится эффективной. 
Последний и ключевой шаг в построении - дифференциальные уравнения 
на голоморфные интегралы .U(т). Они оказываются дифференциально за­
мкнутыми по отношению к операции х 1-+ [х, т]. А именно, имеет место 
следующий результат. 
• Базис голоморфн:ых абелевых интегралов { Uk} удовлетворяет си­
стеме автономных обыкновенных дифференциальных уравнений 
...... , 
где Sk ( въLчисляемые) трансцендентные функции, зависящие ли­
нейно от акцессорных параметров d. 
Роль этих уравнений фундаментальна. Как только они выведены - это 
зависит от вида соотношения F(x, у) = О- и получены их решения ilk = 
11k(т), вся (предыдущая) теория превращается в набор аналитически вы­
числяемых «рецептов», т. е. как это имеет место в теории эллиптических 
функций. Поскольку до недавнего времени, такие уравнения не только не 
решались, но и не рассматривались и не выводились, представляется чрез­
вычайно важным найти случаи, точно решаемые в терминах уже известных 
функций. Такие примеры найдены, но мы разбираем подробно только один 
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из ннх. Он соответствует гиперэллиптическому (конечнозонному) соотно­
шению у2 = х5 - х. 
Обозначим голоморфные абелевы интегралы как u±(т). Тогда при нх 
«удачной» нормировке они удовлетворяют одному автономному диффе­
ренциальному уравнению: 
[u±, т] = -~ p(u±) - ~ p(u± - w±) - ~ p(u± - w~) -
з з 81 7±5J2 27 
-Sp(u± - x,J - Sp(u± + х±) - 4 p(u±) - р(х±) + 8(J2 ± 2), 
где w± и w~ - полупериоды теории Вейерштрасса для уравнения p'(u)2 = 
4p3 (u) - ЗОр(u) ± 28. Уравнение на u± точно решаемо: 
где 2F 1 (а, Ь; cjz) - стандартная гипергеометрическая функция. Даже с уче­
том описанного выше дифференциального «тэта-аппарата» прямая провер­
ка этого решения является в высшей степени нетривиальным упражнением; 
оно тестировалось численно на генераторе произво.1ьных чисел. 
После того как получены формулы такого сорта, функции 11 абелевы 
интегралы теории выражаются через u( т) как аргументы е' е;-функций. 
Например, в дисперсионном соотношеюш (9) величины u1.2 заменяются на 
линейные комбинации u±( т), ,\ заменяется на ~:~~~, аµ - на 4i ~П~), где Т/ -
функция Дедекинда. 
Помимо мотиваций и примеров, в рамках изложенного материала, в § 7 .3 
мы даем также геометрически инвариантную переформулировку собствен­
но теории классической уннформизации, поскольку, и это важный пункт, 
фуксовыми уравнениями дело не ограничивается. Переход к высшим ро­
дам значительно сложнее, чем эллиптический случай. Дифференциальные 
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уравнения становятся уравнениями 3-го порядка вместо 1-го. Отсюда сле­
дует, что необходимо вводить как равноправные объекты не только ска­
лярные функции, дифференциалы и интегралы, но и геометрическую связ­
ность Г(т). Более того, для нее необходимо установить т-представление за­
кона преобразования ( автоморфное свойство) и дифференциальные урав­
нения. Все эти результаты получены и явно описаны. Например, показа­
но, что т-представление любой связности на римановой поверхности удо­
влетворяет некоторому обыкновенному автономному дифференциальному 
уравнению 3-го порядка 
:=:(r,f,t,r)=o 
и предъявлен общий алгоритм вывода таких уравнений. В рамках геомет­
рически целостного взгляда на теорию естественно устанавливается пол­
ный комплект функций, необходимый для замкнутости построений как в 
х- так и в т-представлении: 
В §7.4 мы приводим большое количество примеров и способы получения 
новых на основе полученных ранее параметризаций алгебраических реше­
ний Пикара-Хитчина. Этот материал, помимо прямой прикладной значи­
мости, имеет и самостоятельное ценность. До недавнего времени теория 
униформизации была лишена содержательных нетривиальных примеров. 
Заметим, что мы отталкиваемся от алгебраических решений Хитчина, но 
используем и тот факт, что они есть частный случай общего, которое из­
вестно. Без последнего свойства мы бы не могли привлечь теорию унифор­
мизации, а без последующего использования тэта-аппарата невозможно бы­
ло бы прийти к гиперэллиптическим конечнозонным следствиям и довести 
их до полной решаемости. Имеется большое количество случаев уравнения 
Р6 с алгебраическими решениями, для которых его общее решение, однако, 
не известно. Отсутствие их параметризащш в () не дало бы возможности 
продвинуться в следствиях. Выражаясь описательно, «конечная форма» 
решений рано или поздно востребует явную униформизацию. 
В Приложении изложены определения и важные свойства О-функций 
и функций Вейерштрасса. Стандартный материал не воспроизводится, а 
делается акцент на новых результатах (п. Al-2). Например, приводится 
формула модулярного преобразования В-функций и закон преобразования 
производных 8~13. Для вейерштрассова базиса {а, (, ~. ~'} выписаны пра­
вила дифференциального исчисления по периодам {w, w') и они приводят 
к одной нетривиальной динамической системе. В п. АЗ мы излагаем но­
вый способ построения эллиптических функций, который в принципе не 
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отличается от ситуаций с высшими родами и также как и там (§7.1) осно­
вывается на 8-анзаце (:2;3). Действуя по такой схеме мы не только воспроиз­
водим известную часть теории, но и получаем ее расширение. В частности, 
мы предъявляем все способы параметризации эллиптических кривых вида 
у2 = 4 (х - е) (х - е') (х - е"). По причине большой важности эллиптической 
теории приведем эти уравнения: 
3 { 1 1 1 2х +О } [х, т] = -8 (х - е)2 + (х - е')2 + (х - е")2 - (х - е)(х - е')(х - е") 
х = ~( тlw, w') 
(подразумевается, что е + е' + е" =О) и 
з{ 1 1 1 2x-!7Г2(nw+mw')-2 } [х т] = -- + + - ----"з'------
, 8 (х-е)2 (х-е') 2 (х-е")2 (х-е)(х-е')(х-е") ' 
х = ~(m.J :imu;' ln тlw, w'), 
где п, т - целые числа; соответственно, униформизирующие функции х 
образуют дискретное (п, m)-семейство Xnm· Здесь всюду т определено с 
точностью до дробно-линейного преобразования, поэтому термин двоякая 
периодичность для первого случая достаточно условен, а для второго он и 
вовсе никогда не примеюш. Таким образом везде где возникают соотноше­
ния рода g = 1 равноправно может использоваться любая из этих форм, 
не только общепринятая ~( тlw, w'). 
В п. А4 мы излагаем подробности, используемые при выводе новых транс­
цендентных формул следов типа (l~J). Они требуют формульно аналити­
ческого решения модулярных задач обращения, которое для классической 
формы Вейерштрасса у2 = 4х3 - ах - Ь отсутствовало, а в русскоязычной 
литературе для нахождения полупериодов (w, w') имеются даже некоррект­
ные изложения. Правильное и формульное решение таково. При заданных 
коэффициентах (а, Ь), модуль т = w'/ w эллиптической кривой дается вы­
ражением 
. Р-~1• ( -yg) 
т = 1 p_~;.(yg) 
ь2 
g := 273, 
а 
где Р и Q- стандартные функции Лежандра. 
В качестве следствий мы приводим несколько сопутствующих результа­
тов технического характера. Они часто оказываются важными, поскольку 
на практике требуются аналитические формулы, а не схемы решений. На­
пример, мы даем более простое представление для корней алгебраических 
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уравнений 4-й степени и бирациональный переход от якобиевских функций 
sn, cn и dn к вейерштрассову базису (р, р'). 
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